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Resumen

Algunos sistemas dinamicos operan
en un punto critico entre la estabilidad
y la inestabilidad requiriendo un fino
ajuste de parametros. Ademas, los fe-
némenos de fluctuaciones andémalas po-
drian estar asociados a la prolongacion
de los tiempos de vida de los estados
inestables transitoriamente estabiliza-

dos. Este trabajo estd enfocado en co-
nocer e identificar los efectos introduci-
dos por procesos de Lévy con diversas
propiedades, particularmente superdi-
fusivas y truncadas. Numéricamente
se analiza el efecto de perturbaciones
aleatorias paramétricas sobre un sis-
tema inestable arquetipo y se encuen-
tra que las fluctuaciones extremas con
distribuciones de probabilidad de Lévy

truncada posponen el decaimiento de
los estados inestables. Un analisis del
proceso de escape basado en la teoria de
grandes fluctuaciones provee una forma
alternativa para caracterizar la respues-
ta del sistema bajo perturbaciones.

Palabras clave: Estabilizacion; estados
inestables ; procesos de Lévy

EQED@@

Deposito Legal: pp201302DC4376 / ISSN: 2343-5984



Vol. 3N° 3
agosto 2016

44

Transitory stabilization of unstable states with

Abstract

Some dynamic systems operate at
a critical point between stability and
instability requiring fine tuning of pa-
rameters. In addition, abnormal fluc-
tuation phenomena could be associated
with the prolongation of the life times
of transiently stabilized unstable states.

lévy processes

This work is focused on knowing and
identifying the effects introduced by
Lévy processes with diverse properties,
particularly superdiffusive and trunca-
ted. Numerically, the effect of parame-
tric random perturbations on an unsta-
ble archetype system is analyzed and it
is found that extreme fluctuations with
truncated Lévy probability distributions

postpone the decay of unstable states.
An analysis of the escape process ba-
sed on the theory of large fluctuations
provides an alternative way to charac-
terize the response of the system under
disturbances.
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Introduccion

El estudio de las fluctuaciones es util
para el entendimiento de los mecanis-
mos implicitos en los procesos de con-
trol de un sistema dindmico inestable.
El modelo propuesto por (Cabrera &
Milton, 2002), Una generalizacion del
péndulo invertido capaz de incorpo-
rar el efecto de retardos temporales en
el proceso de control ha sido utilizado
para describir la dinamica del balance
humano de objetos inestables. Desde un
punto de vista matematico se trata de
una ecuacion funcional estocéstica con
ruido multiplicativo o paramétrico aco-
tado. La perturbacion estocastica afecta
directamente un importante parametro
de control.

Los estudios de (Cabrera & Milton,
2004) indican que la influencia del rui-
do blanco, i.e., aleatoriedad estocastica
sin autocorrelaciones presentes, es ca-
paz de estabilizar transitoriamente cer-
ca de una frontera critica la dindmica
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inestable del objeto. Se descubrid que el
movimiento controlador sigue un pro-
ceso con caracteristicas superdifusivas,
estd caracterizado por una distribucion
de Lévy con indice = 0.9, en coinciden-
cia con resultados previos que sefialan
a este valor como optimal en el proceso
de busqueda y exploracion del espacio
(Humpries, et al., 2010; Viswanathan,
et al, 2008; Brockmann, et al., 2006).

Este hecho no ha recibido la debida
atencion. Parece ser relevante estudiar
como las perturbaciones extremas da-
das por distribuciones de probabilidad

del tipo Lévy-Khintchine pueden afec-
tar la dinamica inestable y particular-
mente aquella descrita por una tarea de
control humano.

Péndulo invertido con
retardo temporal

El péndulo invertido con retardo tem-
poral y perturbaciones aleatorias y la
tarea humana de equilibrar una vara en

I=1f3 ml~
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la punta del dedo han sido considerados
arquetipos en el estudio de la dindmica
inestable presente en campos tan diver-
sos como la robédtica (Suzuki & Furuta,
2010), los estudios de las fluctuaciones
financieras (Bouchaud, et al., 2004) o
el control de misiles (Stoica & Yaesh,
2008).

La ecuacion dinamica del péndulo
invertido que incorpora los efectos de
las perturbaciones estocasticas y retroa-
limentacion temporal se puede modelar
considerando un péndulo de masa m y
momento de inercia I = 1/3 ml 2 que
se mueve bajo la accion de: su peso, la
friccion (que depende del parametro y)
y una fuerza de restauracion que depen-
de de la desviacion angular del péndulo
respecto a la vertical en un tiempo pre-
vio (t—7), (Figura 1).

Figura 1. Sistema de péndulo mverndo de masa m v longitud
I. El angulo de desviacién respecto a la vertical viene dado
por & m g es la fuerza que ejerce la gravedad, Fy es la fuerza
de amortiguanuento (o de fniccion), F(O(i—1 )) €5 13 fuerza de

restauracion. 1 es el tiempo de retardo de la fuerza restauradora.
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El movimiento angular del péndulo
alrededor del centro de masa se descri-
be mediante el analogo rotacional de la
segunda ley de Newton, segun la ecua-
cion (1):

Sum(N) =107(1)

Donde N es el torque que actia sobre
el péndulo y el angulo de desviacion
respecto a la vertical viene dado por 6.
De acuerdo a la ecuacion (2):

Nfriccion + Ngravedad + NF restaura-
dora =16"(2)

Por lo tanto, se obtiene la siguiente
ecuacion diferencial de segundo orden,
ecuacion (3):
107+ y0" — mgl sin(0) + cF (0t — v ))
=0,(3)

Donde ¢ es una constante. El signo
“-” se debe a que se ha tomado 6 = 0
como la posicion vertical. En ausencia
de la fuerza restauradora el punto fijo

es inestable.

A través del siguiente cambio de va-
riables normalizamos el retardo tempo-

ral:

t—t—ot'—1>t=trydt=tdt’

Entonces, la ecuacion (4):
0" +10 —qsin(@) +CF@t—1))=
0,(4)

Donde T'=3y/m, g=3g/lt2y C =
(3/ml) 2

Si ahora se realiza la expansion en se-
rie de Taylor, se obtiene la ecuacion (5):
CF@®-1)-Rob(t—1)+RIO(t—1)
+...,(5)

Y se toma en consideracion Unica-
mente el término lineal de la fuerza de
restauracion, se tiene la ecuacion (6):
CF(@®—-1)-Rob(t—1).(6)

La ecuacién de movimiento para la
desviacion angular del péndulo respec-
to a la vertical (4) toma la forma que se
describe en la ecuacion (7):

0" +T0 — g sin(®) + RoO(t — 1) = 0.(7)

Debido al movimiento de la mano

la fuerza F(6(t — 1)) cambia no sdlo el

angulo sino la posicion del punto de
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suspension. Esto se puede modelar in-
troduciendo una fuerza aleatoria en el
parametro de la fuerza restauradora tal
que: R(t) = Ro + &(t), donde Ro es un
pardmetro ajustable y &(?) se considera
una funcion aleatoria que puede ser:

a) Ruido Gaussiano blanco con media
cero [6], es decir, un proceso de inten-
sidad D y funcién de correlacion < &('¢
)&(t’) >=2Dd(t—t’), b) Ruido Lévy
distribuido.

Finalmente, bajo las consideraciones
anteriores, la ecuacion (7) se transforma
en la ecuacion (8):

0" +10 —qgsin () + (Ro+&1)0(t—1)
=0.(8)

Cuando el sistema dindmico es in-
tegrado en ausencia de ruido, &) = 0
,existe una region de estabilidad, para el
conjunto de parametros (Ro, 7 ) donde 0
< /2 cuando t — oo, entre una linea rec-
ta y una parabola, tal como se describe
en la (Figura 2).

Fui

L

Figura 2. Dominio de estabilidad para el sistema dinamico (8) en
la caso determinista en €] plano (Re, ). Este sistema dinamico s
integrado utilizando el método de Euler con paso de integracion
h =0.001. Se considera que el sistema escapa siempre que & =
&2 para th = 200.000.000 (1a region en la cual |3 intensidad
es nula): de otra manera, el par (Ro, 1) pertenece al dominio de
estabilidad. Se espera que el dominio de estabilidad se aproxime
al real cuando t —> w«,
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El objetivo fundamental de este estu-
dio es considerar si las perturbaciones
extremas podrian prolongar la vida de
estados inestables estabilizados transi-
toriamente. Estudios anteriores (Cabre-
ra & Milton, 2002) han demostrado que
ruido blanco puede estabilizar transito-
riamente la dindmica inestable, por lo
tanto, parece pertinente considerar si un
ruido Lévy distribuido puede ajustarse
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con el fin de optimizar el rendimiento.

Se considera entonces, el modelo del
péndulo invertido bajo dos perturbacio-
nes aleatorias paramétricas con funcio-
nes de densidad de probabilidad dife-
rente, pero reescaladas apropiadamente:
ruido blanco distribuido con desviacion
estandar o = 0.5 y ruido de cola pesada
distribuido segiin una distribucion de

Risirey Loy
Bluito Gavseiang

3 o
vanabig alsaboria

0.3 H i3

probabilidad del tipo Lévy- Khintchine
con indice caracteristico a =0.9 (Lévy,
1925) y truncada a T = 36 (Mantegna &
Stanley, 1994).

Ambas distribuciones son compara-
das en la Figura 3. Para hacer estas dos
distribuciones comparables hacemos la
distribucion de Lévy converger al caso
gaussiano para o = 2.

Figura 3. Distribuciones de probabilidad: Lévy-Khintchine con
indice & = 0,9 (Weron, 1996) tmncamiento T = 1,5 y Gaussiano

(Fox. 1978) con desviacion estandar o

0,5. 51 tenemos la

distribucion de probabilidad de Lévy Khinrchine a = 2. entonces
la distribucion Gaussiana con ¢ = sqri(2)alevy . donde elevy es
un parametro de escala.

Resultados

El sistema dindmico estocastico tanto
para ruido Gaussiano como para ruido
tipo Lévy crea estabilidad transitoria.
Cuando el ruido se afiade a un valor de
RO cerca de la frontera de estabilidad,
tomando valores de RO y 1 dentro de la
region en forma de media luna, las so-

luciones estocasticas resultan en el pén-
dulo invertido estabilizado.

En la Figura 4 se muestra la superficie
de tiempos de escape (se considera que
el sistema escapa siempre que 0 > 7/2)
en los casos en que la perturbacion es
determinista y estocastica: ruido gaus-
siano con desviacion estandar 6=0.55y

ruido del tipo Lévy con indice a =0.9 y
truncado en tres veces la desviacion es-
tandar gaussiana (7 = 3c). Como se ob-
serva, todas las superficies de tiempo de
escape estocasticas son cualitativamen-
te similares entre si. Sin embargo, en el
caso de Lévy se observa un incremento
ligero en los tiempos de escape y del
dominio de la estabilidad del sistema.
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Figura 4. Amriba: Superficies de tiempo de escape para las
condiciones estocasticas y determinista. calculadas como sigue:
Para cada par (RO, r ) la ecuacion es integrada usando el algoritmo
de Euler con tamaiio de paso h =0.0001. La segunda fila muestra
la resta de dos superficies de escape. La dinamica obtenida debido
a ruido de tipo Lévy en comparacion con la dinamica obtenida
debido a fluctuaciones Gaussianas para el péndulo invertido
muestra que para fluctaciones extremas se obliene un incremento
en los tiempos de escape del estado transitoriamente estabilizado
v del dominio de estabilidad. Abajo: acercamiento de la grafica
mas representativa. Los valores de los parametros utilizados ep
las simulaciones y = 100, m =350 gr, I = 0.621 mis, g = 9.8 m/s .

En la Figura 5 se muestra la depen-
dencia de las superficies de tiempo de
escape de la dinamica obtenida debido a
ruido de tipo Lévy en comparacion con
la dinamica obtenida debido a fluctua-
ciones Gaussianas respecto al parame-
tro 6 y se obtiene que el efecto estabili-
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zador en la frontera es robusto.

Figura 5. Se muestra el dominio de
estabilidad para el conjunto de parame-
tros (RO, T ) experimental (Cabrera &
Milton, 2004) en conjunto con la resta
de dos superficies de escape: La dina-

N R

mica obtenida debido a ruido de tipo
Lévy en comparacion con la dindmica
obtenida debido a fluctuaciones Gaus-
sianas para el péndulo invertido. De iz-
quierda a derecha: para los parametros
6 =0.52,6=0.6,6=0.8 .
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Conclusiones

Las simulaciones sugieren que en com-
paracion con la dindmica obtenida de-
bido a fluctuaciones Gaussianas para
el péndulo invertido, las fluctuaciones
extremas dan lugar a un incremento en
los tiempos de escape y del dominio de
estabilidad del sistema; implicando que
la estadistica extrema ha sido seleccio-
nada como estrategia para aumentar el
tiempo de equilibrio en el contexto del
control motor. Estos resultados pueden
ser la clave para explicar por qué en el
problema del equilibrio de la vara en la
punta del dedo los movimientos de la
mano son Lévy distribuidos (Cabrera &
Milton, 2004) en lugar de poseer distri-
buciones Gaussianas.
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