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Resumen

En este trabajo se introduce una apro-
ximacion elipsoidal para las velocida-
des de fase de los modos longitudinal
-P, y transversales -S/ y -S2 en medios
que poseen simetria monoclinica. Esta
nueva aproximacion es valida para an-
gulos polares pequefios cerca de la di-
reccion vertical, pero sin restricciones
en el angulo acimutal y para grados
arbitrarios de anisotropia. A partir de
un tratamiento analitico de la ecuacion
de Christoffel en términos de las len-
titudes se logra conseguir expresiones

matematicas para las velocidades de
fase en medios monoclinicos que resul-
tan ser elipsoides 3D rotados respecto a
los ejes de simetria. Para establecer el
grado de validez de estas expresiones
se resuelve numéricamente la ecuacion
de Christoffel y se visualizan los frentes
de onda exactos y aproximados, encon-
trandose que cerca del eje vertical de
simetria dan resultados similares. Aun-
que los modelos monoclinicos pueden
presentarse en formaciones geoldgicas
doblemente fracturadas, han sido poco
utilizados en los métodos sismicos mul-
ticomponentes de deteccion de fractu-

ras debido principalmente a la gran can-
tidad de parametros elasticos presentes.
Las aproximaciones elipsoidales del
frente de ondas pueden ser utilizadas
para el calculo de los tiempos de transi-
to, asi como el modelaje e inversion de
las constantes elasticas en medios do-
blemente fracturados y para geometrias
de adquisicion del tipo perfil sismico
vertical y/o multi-acimutal.

Palabras clave: Sismica multicompo-
nente; medios fracturados; frente de on-
das elastico, Simetria Monoclinica.
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Ellipsoidal approximation of the elastic
wavefront in monoclinic symmetry media

Abstract

In this work, an ellipsoidal approxi-
mation is introduced for the phase
velocities of the longitudinal -P, and
transversal -S1 and -S2 modes in media
with monoclinic symmetry. This new
approach is valid for small polar angles
near the vertical direction, but without
restrictions in the azimuth angle and for
arbitrary degrees of anisotropy. From
an analytical treatment of Christoffel’s
equation in terms of slowness, it is pos-
sible to obtain mathematical expressions

for the phase velocities in monoclinic
media that turn out to be 3D ellipsoids
rotated with respect to the symmetry
axes. To establish the degree of vali-
dity of these expressions, the Christo-
ffel equation is solved numerically and
the exact and approximate wavefronts
are displayed, and it is found that near
the vertical axis of symmetry they give
similar results. Although monoclinic
models can be presented in double frac-
tured geological formations, they have
been little used in multicomponent
seismic methods for fracture detection

mainly due to the large amount of elas-
tic parameters present. The ellipsoidal
approximations of the wavefront can be
used for the calculation of transit times,
as well as the modeling and inversion
of the elastic constants in double fractu-
red environments and for vertical and/
or multi-acimutal seismic profile type
acquisition geometries.

Key words: Multicomponent Seismic;
fractured media; elastic wavefront; mo-
noclinic symmetry
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Introduccion

Un modelo monoclinico del subsuelo
describe un medio fracturado vertical-
mente en dos direcciones no perpendi-
culares (ver Figura 1). Esto conlleva a
que los yacimientos fracturados sean
acimutalmente anisotropos con respec-
to a sus propiedades fisicas, en parti-
cular, con respecto a la propagacion de

ondas elasticas (1). La teoria general
de la propagacion de ondas eldsticas
en medios monoclinicos es descrita en
diferentes monografias (2-3). Sin em-
bargo, el andlisis de velocidades sismi-
cas en este tipo de medios, no ha sido
objeto de estudios intensivos. La razon
principal es la dependencia tanto polar
como acimutal de las velocidades de
fase y de grupo, que a su vez conlleva a

A X

la necesidad de formular un modelo en
tres dimensiones para una descripcion
adecuada del mismo. Esto se traduce en
la utilizacion de trece constantes elasti-
cas. El andlisis de velocidades sismicas
y la estimacion de parametros elasticos
resulta, por tanto, una tarea dificil de-
bido a la gran cantidad de parametros

presentes.

Figura 1. Dwerechal Representacion éuquematca de wn madio monochnics mostrawio 1o onentacion de las fmehras en el plano
[xx.]. Izquierda: Caliza doblemente fracturada 7°

Un analisis intensivo de la inversion
de parametros sismicos para medios
monoclinicos en la aproximaciéon de
anisotropia débil se desarrolla en (1).
Sin embargo dicho analisis funciona
para sismica de superficies donde fuen-
tes y receptores se encuentran localiza-
dos en la superficie. Si se desea estimar
velocidades y parametros elésticos para
una geometria de adquisicion tipo perfil
sismico vertical (VSP) donde los recep-
tores estan dentro del pozo, entonces se
debe utilizar la aproximacion elipsoidal
para estimar las velocidades del nor-
mal move-out (NMO) correspondien-
tes (4,5). Dicha aproximacion estima la
anisotropia real del medio en lugar de la
anisotropia débil (6), y permite estimar

las velocidades cercanas al eje de sime-
tria de manera precisa. La aproxima-
cion elipsoidal en medios de Isotropia
Vertical (VTI) es discutida en (4,5,7) y
para medios de simetria ortorrdmbica
se desarrolla en (8).

Este trabajo se dedica a la obtencion y
visualizacion de los frentes de las ondas
sismicos cerca al eje vertical de simetria
en un medio eldstico y monoclinico. En
particular se muestra que la aproxima-
cion elipsoidal de las velocidades de
fase y del NMO es una buena aproxi-
macion para angulos polares menores a
veinte grados con respecto al eje vertical
de simetria en este tipo de medios frac-
turados. La data obtenida de la solucion

exacta y de la aproximacion elipsoidal
se comparan mediante un instrumento
de visualizacion en tres dimensiones
creado para tal fin y que permite ver los
frentes de ondas respectivos.

Velocidades exactas de
fase en medios de simetria
monoclinica

El tensor que describe las constantes
elasticas en un medio de simetria mo-
noclinico con un plano de simetria hori-
zontal [x/ x2] y perpendicular al eje-x3,
puede ser representado en la notacion
de Voig de la siguiente forma (1)
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En este trabajo el sistema de referen-
cia se selecciona de manera tal que la
constante elastica c45 sea nula. De esta
forma el tensor de constantes elasticas
queda definido en un sistema de coor-

Cag

denadas donde los ejes horizontales de
propagacion x/ y x2 resultan paralelos
a los vectores de polarizacion de las
ondas de cizalla verticales S/ y S2. Por
tanto el tensor elastico se reduce de tre-

ce a doce componentes independientes
(1). Dado el tensor de constantes elas-
ticas Cij la ecuacion de Christoffel que
gobierna la propagacion de las ondas
elasticas se define como (2)

(G (6,.6,) —W éG,,) v, =0, (2)

Donde W =p V' 2, es el cuadrado de la
velocidad de fase /' multiplicado por la
densidad del medio p la cual se conside-

ra constante. 511: Es el delta de Kronec-

ker ©ulfuf:) Esla matriz de Christoffel
en la notacién de Voig y depende del
angulo polar #: del angulo acimutal #-
Los autovalores de la ecuacion de

Christoffel vienen dados por las raices
del polinomio caracteristico (3)

Det[G,,(0,,6,) — W 6,,.)] = 0,(3)

De orden cubico en W. Esas raices
representan el cuadrado de las veloci-
dades de fase para cada modo de propa-
gacion WP, WS1 y WS2.

Para poder estimar velocidades en
medios monoclinicos es necesario, ade-
mas, expresar la ecuacion de Christoffel
en términos de las lentitudes (1). Para

ello se define el vector de lentitudes p
como el inverso de la velocidad de fase
V de acuerdo a la relacion.

T (pir p:-’ pﬂ) = VHI(QIJQ:) n (4}

n representa un vector unitario en coordenadas esféricas. En este caso la ecuacion de Christoffel toma la forma de una funcion

implicita de tres variables.

F = DE‘I‘[G;;;(H;[-E:) o 5:;;] .

Det [C, PPy — 64 =0.05)
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Para comprender el comportamiento
de la velocidad de fase alrededor del eje

1
)=2q%+qlp, + =

lentitud pl y p2 tal que p3 =q (pl, p2)
El desarrollo en series de Taylor que re-
sulta para los cuatro primeros términos
de la expansion se escribe de la forma.

La ecuacion anterior representa la
lentitud vertical en funcién de las len-
titudes horizontales, donde el supra in-
dice 0 indica que esos términos se en-
cuentran evaluados en el eje vertical de
simetria. La primera simplificacion en
la ecuacion anterior proviene de consi-

y por cuanto la onda S/ viaja mas ra-
pido que la onda S2 entonces ¢SI >
qS2 se cumple que C55 > C44. Queda
por determinar la magnitud gij para los

ap:dp;

":?u

51,0 _ .51 __ 1
P3

vertical de simetria, considérese expan-
dir la funcion F alrededor de un angulo
polar pequeiio de acuerdo a las reglas
establecidas en el calculo diferencial de
funciones de varias variables (9). De
este modo el vector de lentitud vertical

1
q4; P: Py + -

G

deraciones simétricas, asi para permu-
taciones impares de subindices en el
tensor elastico de cuarto orden las deri-
vadas parciales de primer y tercer orden
resultan nulas.

La segunda simplificacion consiste en
considerar el NMO solamente hiperbo-
lico por cuanto los perfiles sismicos ver-
ticales consideran la fuente localizada
cerca de los receptores, lo que permite
despreciar el ultimo termino en (6) que

v F535

tres modos de propagacion, que define
el NMO hiperbdlico como la segun-
da derivada de la lentitud vertical con
respecto a las lentitudes horizontales,

Ak Pi P; P

vV g-

p3 se considera funcion de los vectores
de

contiene solo la informaciéon del mo-
ve-out no hiperboélico o dicho de otro
modo la informacién de las velocidades
si se consideran distancias lejanas entre
la fuente y los receptores.

La ecuacion (5) para p = (0, 0, p3)
permite hallar directamente las lenti-
tudes verticales para los tres modos de
propagacion.

52,0

2= =)

la ecuacion que permite evaluarla en la
vertical es (1)

Fpipj*Fpiq@j+FpjqQitFq.q i 4

(8)
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Mediante el uso de (7) y (8) y las con-
sideraciones anteriores, a partir de (6)
se obtienen las velocidades de fase. Di-
cho calculo que, aunque directo es lar-
go, conlleva a las siguientes formulas

para la aproximacion elipsoidal de las
velocidades de fase en medios monocli-
nicos. Para presentar los resultados de
forma coherente se utiliza la relacion
para el cuadrado de la velocidad de fase

w = pV?

En primer lugar para el modo de pro-
pagacion longitudinal se obtiene:

WP{ELug: :] = W, cos :El..‘ +— sen :H:u 312 Wymo.p 5:?-1 (9)

ﬁ‘1 o

e

Donde el cuadrado de la velocidad vertical WP,z = C33;
=|sen 6., cosé. .| ; ST es su traspuesta y WNMO, P viene dada por la matriz cuadrada

es el angulo polar, el angulo acimutal. Ademas S

Wr 12 )(m}
}VP 22

LVP 11
1*1»-';:1'_— MO P (

LVP.I:

El segundo término en (9) representa el cuadrado de las velocidades horizontales y describe el componente hiperbolico de
la velocidad del NMO. El término S72 WNMO,P ST 21 es una elipse en el reflector horizontal. Cada uno de los términos de la
matriz WNMO, P viene dado en funcion de las constantes elasticas del medio monoclinico de la forma.

WP _ ("‘aa—fu)("%aﬁL 2643 €55+Ca3 ‘5'55)+C§5':fzz—"55f] (11)
NMo11 (c33— coa)lcaa—css) !
WP _ Csa[":c.-:.'iz ‘355+513}_Czsf513 +sz+cac.+f-55]] (12}
i >
NMO 12 (ca3— cae)caz—css) '
] - (faa‘fssj(fga*’ 2 €33 Caa+Caa fu]"’fge.'-r.faa“'.;d
WW'MO,EZ - (13)

(caz—c4e)legz—rcss)
En el limite de simetria ortorrdémbica dad del NMO en los planos de simetria
de un medio ortorrombico WNMO,XZ
y WNMO,YZ (8). De igual modo WP
NMO, 12 resulta igual a cero como debe

En segundo lugar, para el modo de
(donde las constantes c16, c26, y ¢36 propagacion transversal S/ se obtiene
son iguales a cero) los coeficientes WP
NMO,ij resultan idénticos a los coefi-

cientes para el cuadrado de la veloci- esperarse en medios ortorrémbicos.

-

sen 8, .

-
-

W, (6,,,6, ) Wy, c0s “8, .

512 Wysos 5?1(14}
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donde WS1,z = C55 y los términos de la matriz WNMO,S1 vienen dados en funcion de las constantes elasticas por las expre-

siones

-

(ﬂm T g )° €36 (€33 T C55)
er.:m.n = T =3 W\ Mo12 — Cig T -
(533 — €55 [533 - "-'55)
2
C
a6
W. Cee T (15
M0,22 (’332_"555) )

En el limite de simetria ortorrémbica
donde las constantes cl6, c26, y c36
son iguales a cero, los coeficientes WS1
NMO,jj resultan idénticos a los coefi-

“’l::[ai.;-'g:..-} = W, cos :EL.

cientes para el cuadrado de la velocidad
del NMO de un medio ortorrombico

3).

+ sen %6,

En tercer lugar para el caso de la onda
transversal S2 se obtiene de manera
idéntica la siguiente expresion

51: ”"J.I"'-'.'r!'ﬂ L. 5.31{ 1 ﬁ)

WS2,z = C44 y los términos de la matriz WNMO,S2 se expresan en funcion de las constantes elasticas por las ecuaciones

'175'5 €36 (€23 T €4a)
W32 ., =c,. + Wi Coe T :
(coatcyy)?

l4ﬁumfaruhh —

Igualmente, en el limite cuando c/6,
¢26, y c36 son iguales a cero, los coefi-
cientes WS2 NMO,ij resultan idénticos
a los coeficientes para el cuadrado de la
velocidad del NMO en un medio orto-
rrémbico (8)

Carq '+'

£ i

Resultados y Discusion

La validacion de la aproximacion elip-
soidal de las velocidades de fase en un
medio monoclinico se realiza para la
arenisca doblemente fracturada (10)

I:EEE_E-LI

y A7)

obtenida a partir de la matriz de un
medio ortorrémbico para el cual se le
afladen fracturas de acuerdo a la teoria
de Muir-Schoenberg (11-12) con los
siguientes valores para sus constantes
elasticas.
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336.56

117.27

| 10332
1] D
0

30.00

Los coeficientes elasticos Cij vienen
dados en grs/(cms.seg2). La densidad
es de 2.42 grs/cm3.

En general el frente de ondas longitu-
dinales varia de forma suave y se puede
observar en la Figura 2 (a) que el frente
de ondas exacto (mallado) y el eliptico

117.27 103.32 0
310.00 9227 0

92.27 22355 0
0 0 45.09
0 0 0

30.00 10.00 0

(s6lido) coinciden cerca al eje vertical
de simetria. Igualmente sucede para
los frentes de las ondas transversales o
de cizalla SI y S2 cerca al eje vertical.
Sin embargo, al crecer el angulo po-
lar (elevacion) se puede observar que
la diferencia entre los frentes de onda
exactos y aproximados aumenta de ma-

0 30.00
0 30.00
0 10.00
0 0
54.00 0

0 9636

nera monoétona. Esto significa que las
velocidades horizontales y por tanto las
velocidades de NMO no son completa-
mente reproducidas por la aproxima-
cién elipsoidal a medida que la eleva-
cioén aumenta.

Figura 1. Freoms de eods exacios (mallads) y slpucidales (s6Bde] para ondas Spo P gpo 5, (k) y codm tpe 5, (¢} calculades

con b ecmacies do Choizoffel vl specasmacica slipeoidal mapectivamecse
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Conclusiones

En particular se muestra que los fren-
tes de ondas elasticos son elipsoides
cerca del eje vertical de simetria en
medios doblemente fracturados. Esto
implica que las ideas introducidas en
(4,7,8) son validas también para medios
monoclinicos con un plano de simetria
horizontal. Se concluye que la aproxi-
macion elipsoidal de las velocidades
de fase y del NMO es una buena apro-
ximacion para angulos polares meno-
res a veinte grados con respecto al eje
vertical de simetria en el tipo de me-
dios fracturados que modela la simetria
monoclinica. También se muestra de las
ecuaciones [11-13] que la velocidad del
NMO para ondas P es controlada por la
constante elastica C36 fuera del plano
horizontal de simetria. De las ecuacio-
nes [15] y [17] se deduce que en el com-
portamiento monoclinico de las veloci-
dades del NMO de cizalla es controlado
por las constantes C16 y C26.
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