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Resumen

Los péndulos invertidos son dispositivos populares para el analisis de sistemas
no lineales, ya que constituye un problema clasico en la ingenieria de control
moderna, debido a que sus caracteristicas son comunes a otros procesos como
las aplicaciones a nivel de aerondutica, mecatronica, procesos quimicos, entre
otros. Estos dispositivos por ser altamente complejos y de aplicaciones muy
especificas, los convierten desde una perspectiva economica en equipos altamente
costosos, en la actualidad las empresas que los fabrican con fines educativos son
todas extranjeras. En consecuencia, esta investigacion logro la construccion e
integracion de un péndulo invertido rotacional, desarrollando asi un equipo capaz
de ser utilizado en el campo de la investigacion cientifica como en la educacion
de la ingenieria de control, siendo asi un producto con un noventa y tres (93)
por ciento de capital venezolano, lo cual permitira su produccion y distribucion a
universidades, mstitutos tecnologicos, centros de investigacion, y de esta manera
lograr accesibilidad, en la mejora en la calidad de la ensefanza de este campo tan
importante para el progreso tecnologico del pais.

Palabras clave: construccién, péndulo invertido, ingenieria de control, sistema
no lineal.
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Introduccion

El primer péndulo 1nvertido fue
disefiado en los afios sesenta y es el
mas estudiado en sistema de control, el
péndulo nvertido sobre un carro que
consiste en una varilla circular que gira
libremente en sus extremos mediante
una articulacion situada sobre el carro
que se mueve en una linea rectilinea
horizontal bajo una fuerza con un sensor
angular para el motor y varilla circular.
Asi mismo, cuarenta afios después, alin
permanece como un objeto de estudio
dentro de las investigaciones actuales,
debido a que su modelo matematico
presenta analogias con procesos reales
y tiene multiples aplicaciones dentro
de la ciencia y en la ingenieria desde el
movimiento aéreo dindmico del cuerpo,
el transporte de personas como los
Serways, el lanzamiento de misiles, la
estabilizacion de gruas y edificios.
Ademas, otra aplicaciondentro del campo
de la robotica es en posicionamiento de
un satélite con respecto a la tierra todas
estas aplicaciones tienen una estrecha
analogias con el sistema del peéndulo
invertido rotativo y la ingenieria de
control debido a que ala hora de su disefio
e implementacion requieren del analisis
de sistemas pendulares y requieren de
sistema de control por realimentacion
para su optimo funcionamiento.

Con base a lo anteriormente expuesto,
el péndulo horizontal tenia una gran
limitante a 1a hora de estabilizarlo debido
a que su recorrido en su eje (X) sobre el
carro esta acotado, por lo que cuando
alcanza unos de los extremos del soporte
horizontal, el sistema deja de funcionar,
es decir, cae la varilla circular y esto
produce otra complicacion al sistema
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no lineal del péndulo en funcionamiento
real.

Asi mismo, para evitar estas limitaciones
Katsuhisa Furuta en el Instituto de Tokio,
propuso un péndulo nvertido rotativo
o denominado péndulo de Furuta, es
un mecanismo fisico que consta de una
barra vertical circular llamada péndulo,
una barra horizontal que se denominara
brazo, un actuador (dc), vy un sistema de
control, que incluye un sistema sensorico
los cuales son un sensor angular para el
brazo y otro sensor angular del péndulo.
Ahora bien, las mtenciones principales
de la presente investigacion es llevar
la varilla (Péndulo) desde el punto de
referencia hasta su posicion invertida
y mantenerla en dicha posicion,
el encargado de regular la varilla
estabilizada es el sistema de control
optimo LQR retando asi a la gravedad,
debido a eso es un problema de control
complejo, la cual la ingenieria de control
puede resolver con analisis y estudio
profundo sobre el sistema.

Desarrollo del Modelo Matematico del
Péndulo Invertido Rotativo

El modelo del péndulo invertido
rotativo esta defimido por el método
de Lagrange muy util para este tipo de
sistemas ya que basta con determinar
la energia del sistema y aplicar unas
cuantas derivadas. lLas ecuaciones
de Euler Lagrange proporcionan dos
ecuaciones diferenciales no lineales
que se transforman posteriormente en
ecuaciones de estado en forma matricial.
Se presenta el siguiente diagrama de
cuerpo libre del péndulo 1nvertido
rotativo, donde la nomenclatura del
sistema estan relacionadas con varias
variables como: Inercia del brazo,
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angulo del brazo, longitud del brazo,  queseutilizaron fueron Euler LaGrange,
masa del péndulo, longitud del péndulo,  Segunda Ley de Newton v para el calculo
inercia del péndulo, angulo del péndulo,  de inercia Steiner (Figura 1).

torque aplicado al brazo v las ecuaciones

z A

X

Figura 1. Diagrama de cuerpo libre del pendulo invertido rotativo
donde:

J0O=Inercia rotaciconal de la barra 1.

L0 =Longitud total de 1a barra 1.

0= Angulo de rotacion de la barra 1.
m1=Masa del péndulo.

11 =Distancia al centro de gravedad del péndulo.
J1=TInercia rotacional del péndulo.

1= Angulo de rotacion del péndulo.

. =Torque aplicado a la barra 1.

qo =representa el angulo del brazo.

q1=representa el angulo del pendulo,

Ahora las ecuaciones dinamicas de Euler-Lagrange se definen por:
L=K -K_ Las ecuaciones del Lagrangianc Ecuacion (1)

K K K Energia Cinetica Ecuacion (2)
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P__P_ P Energia Potencial Ecuacion (3)

Despues de multiples derivadas y técnicas matematicas se representa la energia
cinética del y potencial del sistema.

Energia Cinética

- l 19 J— ) —l 2 5D =
Kr = S-IIIHG -+ —)-]IHT + 31H1L-GH.', + 1y Lol 6oby cosfy +

1 o 5 1 —
Smu’;ﬁ(—:sr n%6, + Smlffﬁf

Ecuacion (4)

Energia Potencial

Pr 0+ mygly (cosqy — 1)
mygly (cosq, — 1)
Ecuacion (5)

De la diferencia de las ecuaciones (4) y (5) se obtiene:

S B o . |
L = S5+ 507 + S Lty + 1y Lol 1 0o6h cos 6, +
- 2 2

202 . ...2 272
3HJ|IIH“.‘~( rn H1 +§"”t']lHl
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Ecuacion (6)
Por lo tanto, se representa las matrices del sistema ya linealizado:
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Ecuacion (8)
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Ecuacion (9)

0
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0
0

b - D:
Ecuacion (10)

En las ecnaciones anteriormente s
muestra 1a matriz de estado, la matrz
de control, la matriz de salida y la de
transicion directa.

Diseiio del Control Optimo (L.G.R)
Para ¢l disefio del controlador se
tomaron las ecuaciones de estados que
con las matrices (A, B, C, D), donde A
es la matriz de estado, B es la matnz
de control, C es la matriz de =salida, D
¢s la matriz de transicion directa en
tiempo continto, se determino el valor
de Q a traves de la ecuacion (11), luego
s¢ obtuvo el valor de R después de
multiples intentos variando el valor a
nivel computacional.

Ahora, s muestra los  valores
reales de las matrices (A, B, C. D)
desarrolladas en ¢l modelo matematico
con los datos reales del sistema del
pendulo invertido rotativo, igualmente
s¢ presenta los valores de Q, el cual se
determino por la ecuacion (11) y el valor
de R que se utilizo luego de multiples
prucbas hasta llegar a la estabilizacion
del sistema de la varilla del péndulo v el

brazo del mismo.

Q=C*
R=80000
Asimismo, se disefio el controlador para
calcular los Valores de K1, K2, K3, K4
en fiempo continuo, donde se mostrara
solamente la salida del la varlla del
péndulo y la salida del brazo del sistema
no lineal del péndulo invertido rotativo,
debido a que se ubican en la matnz
de salida (C) en la manera mostrado
anteriormente

Ecuacion (11)

[K, S, E] = Igr (A, B, Q, R)
Ecuacion (12)

K = (Valores del Controlador en Tiempo
Continuo)

K=-0.0035 -0.0322-14.4649 -4.9397

Finalmente, despucs del estudio de la
dindmica del sistema resulto importante
usar un tiempo de muestreo de Ts=0.005
seg, para que ¢l conirol en tiempo
discreto pudiera funcionar a la hora de
que se realizaron las simulaciones del
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sistema. A continuacion se representa
el disefio del controlador optimo (LQR)
discretizado para obtener los valores
de (K1, k2, K3, K4), las cuales son los

valores del controlador.
Tiempo de muestreo (Ts=0.005)

[A, B] =c2d (A, B, Ts)
Ecuacion (13)
[K, S, E] = dlgr (Ad, Bd, Q, R)
Ecuacion (14)

K = (K = (Valores del Controlador en
Tiempo Discreto)
K=-0.0035 -0.0317-14.5544 -4.9696

Validacion del Sistema del Péndulo
Invertido Rotativo

La validacion del sistema del peéndulo
invertido rotativo se muestra en la
observacion directa de las respuestas
a lazo abierto, donde graficamente se
representa el comportamiento de las
sefiales del angulo del brazo y el angulo
del péndulo, el cual se determind que
el sistema no lineal del péndulo no se
puede controlar a lazo abierto por que
la respuesta del angulo del pendulo vy las
respuesta angulo del brazo del sistema

tiende a infinito (Figura 2).

SIMULACION DEL PENDULD INVERTIDO ROTATIVC A LAZO ABIERTO
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r| L

Entrade Eauscion de Estado de Pendulo

| -
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Angulo del Pendulo

L

| I

Figura 2. Diagrama de Sistema del Péndulo a Lazo Abierto
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Figura 3. Respuesta del Angulo del Péndulo

Cabe destacar que el sistema del peéndulo es un modelo matematico de cuarto orden,
eso produce que el sistema sea inestable de naturaleza, es decir, que el péndulo a
lazo abierto la respuesta del angulo del péndulo siempre va a tender a infinito como
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se ilustra en la Figura 3, esta respuesta
se debe a la dinamica del proceso, se
muestra qua a (1.2 segundos) en el eje de

la abscisas (eje X) comienza la senal del
angulo a tender a infinito.

X 109 Respusasta del Angulo del Pendulo

5 1 1 1
Angulo del Pendulo a Laza Abierto.

4 /
3 /
2 /
1
o] J

o] 10 20 30 40 0 [=18]

Figura 4. Respuesta del angulo del péndulo

Asi mismo, la sefial del angulo del
péndulo (Figura 4), en la cual se observa
el mismo comportamiento que ahora
la sefial de angulo del brazo también
tiende a infinito por la naturaleza de
la dinamica del sistema no lineal del

péndulo invertido rotativo, por el orden
mencionado no permite un control a lazo
ablerto, como se muestra es inestable en
la sefial amarilla se puede apreciar su
tendencia (Figura 5).

CONTROL OPTIMO LQR EN TIEEMPO CONTINUO

H—o—E=

Figura 5. Diagrama de control optimo (LQR) en tiempo continuo. Respuesta del

angulo del péndulo
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Respuesta del Angulo del Pendulo

1.2

1 T
o5 / — Sallda de Angulo Pendulo ideal.

/ — sallda de Angulo Pendulo Simulada
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0.4 /
0.2 j

0
-0.2

0 50 100 150

Figura 6. Salida ideal del péndulo vs. Salida simulada del péndulo

Se muestra el comportamiento del  sistema se estabiliza con un rango de 25

control optimo (LQR) como regulamuy  gegundos (Figura 6).
bien con respecto a la sefial ideal des

Respuesia de la Velocidad del Pendulo
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Figura 7. Respuesta de la velocidad del péndulo

Siguiendo con el orden de ideas, la sefial ~ estabilizacion en su posicion mvertida, la
de salida de la velocidad del péndulo  representacion de las salidas del angulo
(Figura 7) produce una oscilacion desde  del péndulo vy la velocidad dependen
0 hasta 0.075 y después estabiliza, esto  directamente del angulo y velocidad del
se produce cuando la sefial del angulo  brazo.

del péndulo oscila hasta llegar a su
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w10 Respusesta dal Angulo ddl Brazo

Salida Angulo del Brazo

o] 50

Figura 8. Respuesta del angulo del brazo

Se representa en la Figura 8 la respuesta
del angulo del brazo del sistema, es decir,
hablando en términos de energia se le
entrega toda la energia en una direccion
y luego se resta en otra direccion
para llevar la varilla del péndulo a la
posicion invertida y después el control
optimo empieza a regular oscilando

100 150

hacia ambos direcciones hasta lograr la
estabilizacion en la posicion invertida.
La Figura 9 muestra la Respuesta de
la velocidad del brazo mientras que
en la Figura 10 se observa Diagrama
del control optimo (LQR) en tiempo
discreto.

<10t Respuesta de la ¥elocidad del Brazo

Velocidad del Brazo.

0\/7

-2
0 20 40 60 80

100 120 140 160 180 200

Figura 9. Respuesta de la velocidad del brazo
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CONTROLADONR ONTIMC DISCRCTO LQR CSTADILIZADO ']
P

Step Cair

-

- Angulo del Hrazo
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Velocidad del Brazo

Figura 10. Diagrama del control optimo (LQR) en tiempo discreto
Las Figuras 11 y 12 muestran la  Respuesta de la velocidad del péndulo,

Respuesta del angulo del péndulo y la  respectivamente.

Figura 11. Respuesta del angulo del péndulo

Respuesta del Anoulo del Pendulo Discretizada

1.2

1 /

]

06 —

W
—F

Angulo del Pendulo Ideal
Angulo del Pendulo Discretizada Simulada

u}
-0z
0 1000 2000 3000 4000 5000 5000
Respussta de la Velocidad del Pendulo Discrstizado
0.08 T T T I 1

| —  “elocidad del Pendulo Discreto.

0.0& /

0.05 / \

0.04 / \

0.03 /

0.02 /

0.01 /
/

-0.01

1000 2000 3000 4000 5000 E000 7000

Figura 12. Respuesta de la velocidad del péndulo
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Finalmente, se observo que al discretizar
las matrices de estado continuo a
discreto el tiempo de muestreo afecta
directamente a la estabilidad del sistema
del péndulo invertido rotativo, debido
a que se produce una estabilidad de las
salidas, lleva un poco mas de tiempo que
esto suceda; sin embargo es obligatorio
sincretizar el sistema para que se pueda

producir la implantacion en la tarjeta
Dspic por ser un dispositivo electronico
y trabaja con la logica de cero y uno.

Se puede observar en tiempo real como
es el funcionamiento del péndulo con
los dos fenomenos que suceden hasta
llegar al punto de estabilizacion a los 90°
grados (Figura 13).

Respuesta del Swing up v Estabilizacion del Swing Up

S |

Crata de Pespuesta del Swing Up
 Estabilizacion del Pedulo merido Rotativo

\J

NIAY Y.

NOAL 12171717
m\\ //\ 0

Figura 13. Respuesta del swing up y tiempo de estabilizacion en tiempo real

Conclusiones

Se disefic la estructura del péndulo
invertido rotativo con laminas de hierro
apropiadas para soportar la ejecucion del
peéndulo en funcionamiento.

A partir de las simulaciones realizadas al
modelo matematico de los movimientos
que Interactian en el pendulo
invertido rotativo se demuestra que el
comportamiento del proceso investigado
es inestable por naturaleza.

Se mplanto el control digital (LQR) con
ayuda de una tarjeta de desarrollo Dspic
que es la interface hardware/software
entre el computador y el péndulo, el

cual permite la medicion, lectura de los
encoder y el control en tiempo real del
péndulo invertido rotativo.

El desarrollo de esta mvestigacion
permite aplicar este tipo de control
optimo a sistemas industriales tantos
SIMO como MIMO, los cuales tienen
dinamicas rapidas, ya que responde
robustamente a cualquier perturbacion
del sistema o perturbacion producida por
un elemento externo.
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